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Introduccion

Conservando la tradicion de quienes trabajan en Teoria de Nudos en la Universidad
de Valparaiso, Chile, es que la presente tesis usara frecuentemente algunas expresiones

en inglés en lugar de su traduccion al espafiol, por ejemplo:
1. Links en lugar de enlaces,
2. Ties o tied en lugar de liga o ligados,
3. Writhe en lugar de torsion,
4. Curl en lugar de rizo,
5. Set partition en lugar de conjunto de particiones.

La teoria de nudos, es una rama de la topologia de bajas dimensiones, en la que con-
vergen resultados y herramientas de varias otras dreas de la matematica. Se desarroll6
principalmente a lo largo del siglo XX y actualmente es un activo campo de investiga-
cién, tanto en matemadticas puras como en sus aplicaciones.

El principal problema, actualmente abierto, es la clasificacion de nudos y links en
clases de equivalencias dadas por la relacién de isotopia ambiente en R3. Una herra-
mienta que ayuda en tal clasificacion son las invariantes de nudos y links. Esta tesis
tiene como principal foco ciertas invariantes que son de tipo polinomial.

Para el desarrollo de la tesis se supone un minimo de conocimientos de la teoria
de nudos y links, por lo que resultados como los teoremas clasicos de Reidemeister,
Alexander y Markov, entre otros, se usaran con naturalidad en la tesis. Los teoremas
clasicos pueden consultarse en [18,[19, 21].

Sibien Alexander present6 la primera invariante polinomial en 1923, fue hasta 1985
que Jones revoluciond el drea con su polinomio homénimo, resultante de combinar

de modo eficaz el teorema de Alexander con el de Markov. Esta combinacién da lugar
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a un método para construir invariantes (polinomiales) de nudos y links, la cual més
adelante se llamard la “receta de Jones". El polinomio de Jones impulso la definicion
de varias invariantes polinomiales de Nudos, siendo las mds famosas el polinomio de
Homflypty el polinomio de Kauffman.

En lineas generales esta tesis se puede dividir en dos partes: Una recopila las prin-
cipales invariantes polinomiales de la teoria de Nudos y la otra recopila invariantes
polinomiales para tied link. El concepto de tied link fue introducido por Aicardi y Ju-
yumaya en [2], y puede ser pensado como una generalizacion de la teoria de Nudos,
que resulta ser util para entender links con més de una componente.

A continuacion pasaré a explicar brevemente los contenidos de cada capitulo.

En el Capitulo 1 se realizard una revision de los avances mds importantes en esta
area con el fin de ilustrar tanto la receta de Jones como el método de Kauffman pa-
ra construir invariantes polinomiales. La receta de Jones se sirve de un dlgebra para
construir invariantes para links orientados, en cambio el método de Kauffman cons-
truye una invariante de isotopia regular para links no orientados y luego normaliza
esta invariante utilizando la orientacion del Link. En particular, en este capitulo se re-
visan las invariantes de Jones, Homflypt, Alexander y Kauffman, asi como algunas de
las propiedades y construcciones de estas invariantes.

En el Capitulo 2 se introducirdn los conceptos fundamentales de la teoria de tied
links, esto es, los conceptos de: monoide de particiones, tied link, trenzas ligadas, en-
tre otros. También se explicard la analogia de estos conceptos con su contraparte en la
teoria de links cldsicos. Como mencionamos antes los tied links fueron introducidos
por Aircadi y Juyumaya en [2] y puede pensarse como una generalizacién no trivial de
la teoria clésica de nudos: un tied link es un link cldsico cuyas componentes pueden
estar ligadas (o conectadas) por objetos, no topolégicos, denominados ties. Finalmen-
te, se presentan los teoremas de Alexander y Markov que relacionan los tied links con
las trenzas ligadas.

En el Capitulo 3 se realiza una revision de las invariantes polinomiales para tied
links construidas a la fecha, sus construcciones y como se relacionan entre si. Ademas,
en este capitulo se realizan cédlculos explicitos sobre un tied link en particular, de forma
que puedan compararse las distintas invariantes sobre un ejemplo concreto, este sera

llamado ejemplo transversal y es el siguiente:
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Figura 1: Ejemplo transversal

Este mismo ejemplo se utilizard para comparar la invariante construida en el si-
guiente capitulo con las ya conocidas. En particular, en este capitulo se revisan los
trabajos [3, 2,4} 6] de Aicardi y Juyumaya sobre invariantes para tied links.

En el Capitulo 4 se presenta un resultado de la tesis, el cual fue obtenido de mo-
do original por el autor. Este resultado es una invariante polinomial para tied links,
denotada por # y construida mediante la receta de Kauffman, es decir, se construye
primeramente una invariante de isotopia regular para tied links, se prueba su existen-
cia y se normaliza (utilizando el teorema de Kauffman) para obtener una invariante,
N, de isotopia para tied links. La demostracion de la existencia de .# sigue la demos-
tracion de [19), Teorema 15.2]. Asi, es necesario introducir los conceptos de diagramas
ascendentes para luego introducir diagramas ascendentes para tied links, los cuales no
son mds que diagramas de componentes triviales, algunas de las cuales pueden estar
ligadas por ties. También en este capitulo se muestra que la invariante N es equivalente
a la invariante ©, Ver asi como ver [10].

Finalmente, se incluye un Apéndice, en el cual se definen las dlgebras de nudos que
permiten construir invariantes polinomiales tanto sobre links clasicos como tied links.

El desarrollo de la presente tesis de magister estuvo financiado por el proyecto
FONDECYT Regular 1180036.
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En la presente tesis se usardn las siguientes notaciones:

£ Conjunto de links

£ Conjunto de tied links

£ Conjunto de tied links con todas sus componentes ligadas
w(L) Writhe del link L

B, Grupo de n—trenzas

P, Monoide de particiones de n

TB, Monoide de n—trenzas ligadas

n Conjunto de los primeros n naturales: {1,2,..., n}

u Union disjunta

0 Unién disjunta y conexion mediante un tie

Finalmente, abajo se recuerdan las tripletas de Conway y Kauffman, que relacionan
tres diagramas idénticos excepto en cruce, donde difieren segin se indica dentro del
circulo punteado:

-----

-
Pid s
“--"
<—~-.

L) “
RCTHT A
-

- Y
“b--‘

..................

- -
______________________

Figura 3: Tripleta de Kauffman



Capitulo 1

Invariantes polinomiales

En el presente capitulo se hace un breve resumen de la teoria de invariantes polino-
miales para links. En particular, sobre dos métodos utilizados para fabricar invariantes:
uno debido a V. Jones y el otro debido a L. Kauffman.

1.1. Recetade Jones

El polinomio de Jones fue definido por Vaughan Jones en 1984 utilizando como he-
rramientas: una representacion del grupo de trenzas (B,,) sobre el dlgebra de Tempeley-
Lieb (TL,) y la traza de Markov sobre esta dlgebra, para detalles ver [13]. De modo un
poco mads preciso, este polinomio es un invariante de links orientados, que asocia a
cada L € £ un polinomio de Laurent en Z[t*'/2]. En su forma original, estd definido

como sigue:

1 n-1
Vi) = (tl/z—m) 7(r(a)), (1.1)

donde a es una n—trenza cuya clausuraes L, T es la traza de Markov Ocneanu sobre el
dlgebra de Temperley-Lieb TL, y r es la representacién de B, sobre T'L,,.

El polinomio de Laurent Vi (t) es conocido como el polinomio de Jones. Este poli-
nomio puede definirse también mediante relaciones skein. Mds precisamente, si (L4, L_,
Ly) es un triple de Conway, entonces el polinomio de Jones queda completamente de-

terminado por las siguientes reglas:

1. Vot) =1,
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2. t—1VL+(t)—tVL,(t)=(t”2—t1%) Vi, (1)

Antes de introducir algunas de sus principales propiedades se recordardn ciertas
operaciones sobre los nudos y links.

Definicién 1.1. Sean K y K’ dos links orientados, entonces se define:

1. KK’ como la suma conexa de K,K', es decir, como el link obtenido suprimien-
do un intervalo en una componente de cada uno y pegdndolos a lo largo de este
intervalo de manera que las orientaciones coincidan,

2. —K como el inverso de K, es decir, el mismo K pero con la orientacion de cada
componente invertida,

3. K* como el reflejado de K, es decir, la imagen de K al reflejarlo respecto a un plano
que no lo intersecte.

Para ejemplificar las definiciones anteriores se incluyen los siguientes ejemplos:

) D OO
SR O

K# K' K#KI

Y

-~

-

&6
!

Figura 1.1: Suma conexa de Ky K.

66

Figura 1.2: K y su inverso —K.
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- 5}

Figura 1.3: K y su reflejado K*.

&3

En la proposicién que sigue se presentan las principales propiedades del polinomio
de Jones.

En lo sucesivo ()¢ denotara el link trivial de c componentes. Es decir:

cveces

Proposicién 1.1. Sean L, L, y L, links orientados. Tenemos:
1. Voelt) = (-1)°! (t”z—tl%)c_l,
2. Ve = (D¢ (112 - ) v,
3. Vi, () =V, (1) Vg, (t),
4. Vi, @ == (12 = 2] Vi, (0 Vi, 0,
5. Vo) =Vit),
6. Vi-(t) =V (t™h).
La prueba de la proposicién anterior puede encontrarse en [21].

Observacion 1.1. El primer invariante polinomial fue el polinomio de Alexander [7],
este puede ser construido de miiltiples maneras, ver por ejemplo [15,(18,7]. También,

este polinomio queda completamente determinado por las siguientes reglas:
1. VO) =1,

2. V(Ly)—=V(L2) = 2zV(Ly).
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La construccion de Jones puede entenderse a partir de los teoremas de Alexander
y de Markov que nos aseguran una biyeccion entre B,/ -y £/~, donde ~ M 'y ~ son,
respectivamente, las relaciones de equivalencia dadas por los movimientos de Markov

yla de isotopia ambiente, y B, := |_J B, es el conjunto de trenzas de cualquier nimero
n<l
de hebras. Luego, construir invariantes para links es equivalente a encontrar un mapeo

¢ : Boo — X con X conjunto, tal que ¢ respete los movimientos de Markov. Ahora, el
mismo Jones define, en 1987, el polinomio de Homflypt mediante una representaciéon
del grupo de trenzas sobre el dlgebra de Hecke. Esta construccion da lugar a un método
para construir invariantes de nudos, la cual es referida como la receta de Jones.

Al igual que en la construccion original del polinomio de Jones, se utilizan como
herramientas una representacion del grupo de trenzas, esta vez en el dlgebra de Hecke,
y una traza sobre esta, la cual es conocida como la traza de Ocneanu.

La definicién dada por Jones del polinomio de Homflypt del link orientado L es un

polinomio de Laurent en las variables q y A, denotado por X;(q,A) y dado por

_l-Ag
VA1 -q)

donde a es una n—trenza cuya clausura es L, e es el exponente de a, 7 es la represen-

n-1
Xr(q,N) = ( ) VA tr(n(a)), (1.2)

tacion natural del grupo de trenzas B, en el dlgebra de Hecke H,,(u) y tr es la traza de
Markov sobre H,,(u). Para mds detalles de la construccién del polinomio de Homflypt
debida a Jones, ver [14].

También en [14] se demuestra que el polinomio de Homflypt puede calcularse me-
diante una una condicion inicial y una relacion skein. Es decir, se tiene el siguiente

teorema.

Teorema 1.1. Para cada link orientado L existe un polinomio de Laurent Py (t,x) en las
variables t,x tales quet = \/Aq yx = ,/q — ﬁ, entonces Py (t,x) = X;(q,A). Mds atin,
P;(t,x) queda unicamente definido por su valor en el no-nudo, Po(t,x) =1, y por la
relacion skein:

t'Pp, (t,x) =t Pr_(t,x) =X P, (t,X). (1.3)

Algunas propiedades relevantes del polinomio de Homflypt estdn en la siguiente

proposicion.

Proposicién 1.2. Sean L, L, y L, tres links orientados, entonces:
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~

. Poe(t,x) = (t‘;_l)c_l,

V)

- Prygr, (t,x) = PLy(t,x) Pr, (t,x),

W

X

Prou, () = - (52 P P
. LiuLy )X)— L](tyx) Lg(t;X);

N

. P_L(t,X) :PL(t)X);

O

. Pr.(t,x)=Prt™,—x).

Como puede verse, varias propiedades del polinomio de Homflypt son idénticas
a las que posee el polinomio de Jones, esto se debe a que tanto el polinomio de Jo-
nes como el de Alexander, pueden obtenerse como especializaciones del polinomio
Homflypt . De modo preciso, V. (t) y Ar(t) se realizan mediante las siguientes especia-
lizaciones.

1
Vi) =Pt L vE-—),
(1) L( \/f)

(1.4)

AL = P VE - ).

vt

Observacion 1.2. El nombre Homflypt se debe a los matemdticos que contribuyeron en
el descubrimiento de este polinomio, como se puede leer en la nota del editor en [12],
en un periodo de pocos dias, se recibieron cuatro investigaciones con igual resultado: el
descubrimiento y propiedades de un nuevo polinomio invariante de nudos y links. Cada
uno de estos trabajos con variaciones sustanciales en el método utilizado para llegar
a él. Estos trabajos fueron: “A polynomial invariant of knots and links" de Jim Hoste,
“A polynomial invariant for knots: A combinatorial and an algebraic approach” de A.
Ocneanu, “Topological invariants of knots and links" de W. B. R. Lickorish y Kenneth C.
Millett y “A new invariant for knots and links" de Peter Freyd y David Yetter. Las iniciales
“p"de Prztycki y “t"de Traczyk, por su trabajo “Invariants of links of Conway type", se
agregaron posteriormente debido a que en 1985 auin eran tiempos de Guerra Fria, por

esto su trabajo tardé en ser conocido.

Observacion 1.3. Lickorish y Millet prueban la existencia y unicidad del polinomio
de Homflypt usando induccién sobre el niimero de cruces, es decir, para cada conjunto
de links con a lo mds n cruces prueban que existe un vinico polinomio que cumple la



CAPITULO 1. INVARIANTES POLINOMIALES 10

relacion skein (1.3), que vale 1 en el no nudo y que es invariante por movimientos de
Reidemeister que no involucren mds de n cruces. Para lo anterior, se introduce la nocion
de diagramas ascendentes de links para probar que se puede extender inductivamente a
links con n+ 1 cruces y que esta extension cumple con las propiedades antes menciona-
das.

Observacion 1.4. Una tercera notacion utilizada para el polinomio Homflypt es la da-

da por el cambio de variable| = ¢ y m = ix con i2 = —1. En esta notacion, la relacién

skein asociada al polinomio Homflypt queda como:
|P, (I,m)+17 P (I,m)=mPr,(I,m). (1.5)

Ademds, utilizando las variables de Jones, la misma expresion puede reescribirse co-
mo:

1

Vg

1.2. Receta de Kauffman

1
P, (A, q)—vAqPr_(A,q) = (\/a— E)PLO(/Lq). (1.6)

Otro método para construir invariantes de nudos es debido a Louis Kauffman y es
el método que se usara en la presente tesis, para construir la invariante .# anunciada
en la introduccién.

El método de Kauffman fue introducido en [16] y consiste en dos pasos: primero se
define una invariante de isotopia regular, es decir, una invariante que respeta los movi-
mientos de Reidemeister 2y 3. Luego, esta invariante se normaliza utilizando el writhe,
obteniendo asi una invariante de links orientados. Para detalles de la normalizacion,
ver [16, Teorema 2.6].

A continuacidén se presenta la construccion del polinomio de Jones mediante el
método de Kauffman. En esta situacion la invariante de isotopia regular es el polinomio
bracket.

Teorema 1.2. Sea D un diagrama de link no orientado, entonces existe un tinico poli-
nomio de Laurent en la variable A, llamado polinomio bracket y denotado (D)(A), que

satisface los siguientes axiomas:

1. (D)(A) es invariante de isotopia regular,
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2. (OYA) =1,
3. (DU D,)(A) = —(A% + A"2)(D1)(A)(D,)(A),

4. (D)(A) = A(D'Y(A)+ A"H(D"y(A).

------------------
““““

Figura 1.4: Tripleta de Kauffman

Luego, aplicando el principio de Kauffman y utilizando el writhe del diagrama de

link, w(D), se tiene el siguiente teorema:

Teorema 1.3. Si D es un diagrama orientado de link y (D) (A) el polinomio bracket de
Kauffman entonces

Pp(A) = (-4~ PXD)(4) (1.7)
define una invariante de links orientados.

Observacién 1.5. Es importante notar que Pr(t~V/*) = Vi(t), es decir el método de

Kauffman da otra manera de construir el polinomio de Jones.

Definicién 1.2. Se definen los curl positivos y negativos, denotados como c* y ¢~ respec-

tivamente como los correspondientes a los siguientes diagramas:

——— p—

Figura 1.5: Diagramas de curls

La construccion del polinomio Pp(A) se generaliza a un polinomio en dos variable,
obteniendo asi el polinomio de Kauffman, esta se construye como indican los siguien-

tes teoremas:
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Teorema 1.4. Sea D un diagrama de link no orientado, entonces existe un tinico poli-

nomio de Laurent en dos variables Ap(a,x) que satisface los siguientes axiomas:

1. Ap(a,x) es invariante de isotopia regular,
2. Ap@,x)=1,

3. Ae+(@,x) =aA-@,x) yAs-(@,x)=a “IA_(a,x) con ct,c” curl positivo y negativo
respectivamente, y ~ el resultado de aplicar al respectivo curl (c*, ¢c~) el movimien-
to R1 de Reidemeister,

4. Ap,(@,x)+Ap_(a,x) =x(Ap(a,x)+Apr(a,x)).

Asi, nuevamente mediante su método, Kauffman construye una invariante polino-

mial, en dos variables, conocida como el polinomio de Kauffman.

Teorema 1.5.
Fp(a,x)=a YD Ap(a,x). (1.8)

Este puede ser especializado al polinomio de Jones de la siguiente forma
Fr(—t=34 ¢ V4 =14~y o).

Asi como a la invariante construida en mediante F;(-A3, A+ A1) = ISL(A).
Algunas propiedades del polinomio F estdn en la siguiente proposicion.

Proposicién 1.3. Sean L, L, y Ly links orientados, entonces
1. Fr.(a,x)=Fr@*x),

2. Frpr,@,x) = Fr,(a,x)Fr,(a,x),

atal 4

3. Frur,(@,x) =—1Fg,(@,x)Fp,(@,x) conl = 2=

Kauffman [17] también construye el polinomio de Homflypt mediante su receta.

En efecto, él demuestra los siguiente teoremas.

Teorema 1.6. Existe una invariante polinomial Hy(a,z) que satisface los siguientes

axiomas:

1. Hi(a,z) esinvariante de isotopia regular,
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2. Ho(a,z) =1,
3. Hy,(a,z)-Hy_(a,z)=zHp(a,z) con L' como en la figura 1,
4. Ho+(a,z)=aH.(a,z) yHe-(a,z) =a 'H.(a,z).

Teorema 1.7. Entonces P;(a,z) =a “WH;(a,z).

Dado que el polinomio Homflypt puede realizarse usando la receta de Kauffman,
una pregunta natural es ;puede definirse el polinomio de Kauffman mediante la receta
de Jones? La respuesta a esta pregunta es afirmativa y se realiza cambiando el dlgebra
de Hecke por la BMW-dlgebra, para detalles ver [9].

1.3. Preguntas abiertas

La construccion del polinomio de Alexander mediante las recetas de Jones y Kauff-
man es ain un problema abierto: Existe una construccion del polinomio de Alexander
mediante la receta de Jones, usando el dlgebra Rook, para detalles ver [8], sin embargo,
en mi opinion dicha construccion no es totalmente satisfactoria.

Una especializacién del polinomio de Kauffman es el Q—polinomio, este no puede
obtenerse como especializacién del polinomio Homflypt, sin embargo no se sabe si es

posible construirlo mediante la receta de Jones.

Conjetura 1.1. Es posible construir el Q—polinomio mediante la receta de Jones utili-

zando alguin cociente de la BMW-dlgebra.

La anterior conjetura se basa en que, al igual que el polinomio de Jones es una es-
pecializacion del polinomio Homflypt, el Q-polinomio es una especializacion del po-
linomio de Kauffman. Ademds, dado que el dlgebra de Temperley-Lieb es un cociente
del dlgebra de Hecke, podria existir cierta dlgebra cociente de la BMW-dlgebra que per-

mita construir el Q-polinomio mediante la receta de Jones.



Capitulo 2

Tied Braid y Tied Links

En el presente capitulo se introducird el principal objeto de estudio de esta tesis:
los Tied-Links, su relacién con las Tied-Braid y con la teoria cldsica de nudos y tren-
zas. Para lograr lo anterior se comenzara con las nociones bésicas de particiones de

conjuntos o set partition (en inglés).

2.1. Conjunto de Particiones

Definicion 2.1. Para un conjunto A, una particion de A es un conjunto I = {I,..., I}

talque ;NI =sii# jyULr

I

li=AA los conjuntos I, ..., I se les llamard bloques de

Notacion 2.1. Para n €N, denotamos porn el conjunto {1,2,...,n} y por P, el conjunto

de las particiones den.

Observacion 2.1. 1. Elcardinal de P,, se denota b, y se corresponde con el n—ésimo
numero de Bell [20]

2. P, puede ser dotado de un orden parcial, < definido como sigue: I < J si y solo si
cada bloque de ] es una union de bloques de I.

Los elementos de P, pueden representarse mediante grafos lineales o ligas (ties)
entre cuerdas, por ejemplo, a continuacion tenemos primero una representacion por

un grafo lineal y luego una mediante ligas.

14
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1 2 3 4 5 6 7

Figura 2.1: Representaciones de la particion I = {{1,4},{2,5, 6}, {3}, {7}}

La anterior representacion induce una forma natural de indexar los bloques como
sigue: sean I,..., I} los bloques de I, entonces diremos que poseen una indexacion
estandar si min(I;) < min(J;,) para todo j.

Es posible dotar al conjunto P, de un producto (*) que da una estructura de mo-
noide conmutativo a P,. Siendo mas preciso, el producto I * J, entre las particiones
I, ] € Py, se define como la minima particiéon de n que contiene, bajo <, a [y J. El ele-
mento neutro bajo esta operacion es la particién de los singleton, vale decir, {{1}... {n}}.
Ademds vale la pena destacar que [ * J = J siempre que I < J.

Ejemplo 2.1. Considere I = {{1,4},{2,5,6},{3},{7}} y ] = {{1,4,2,5,6},{3,7}}, entonces I *
J=JpuesI=].

Ejemplo 2.2. Considere ahora I = {{1,4},{2,5,6},{3},{7}} y J = {{1,4,2},{5,6},{3,7}}, en-
tonces I x J = {{1,4,2,5,6},{3,7}}.

Definicion 2.2. Paratodo1<i< j<nconi# j, sedefineu; j € P, como la particion

den cuyos tinico bloque que no es singleton es{i, j}.

Figura 2.2: Generadores de P,
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Teorema 2.1. [1], Theorem 2] El monoide P,, puede ser presentado por los generadores

Mij, 1 < i< j < nsujetos a las siguientes relaciones:
I ,uij = ;,j paratodoi,j.
2. Wi jlrs = Mrspi,j paratodoi, j,r,s.
3. Wi, jlj k= MikMi,j = HikMjk paratodo i< j<k.

Definicion 2.3. Se define P, como el monoide obtenido por limite inductivo asociado
a la familia {(Py,1,)}, donde 1, es el monomorfismo entre P, y Py, 1 : [— TU{n+1},
es decir, 1, toma Il € P,, y le agrega el bloque {n + 1}.

Recordemos que S, denota al grupo simétrico de n simbolos, es decir, el grupo
formado por las permutaciones de n simbolos. Este grupo actta, de forma natural,

sobre el monoide P,, de la siguiente manera: Sea I ={Iy,..., Ix} € P, y s € S;, entonces:

s() ={s(y),..., s} 2.1)

La accién (1) se extiende naturalmente a una accién de B,, sobre P;;, donde B;, es

el grupo de n—trenzas, cuya presentacion (de Artin) es:

0i0j=0;0] V|i-jI>1 > (2.2)

Bn:<01»---’0n—1‘ .
0i0i410;=0i410i0i4+1, ¥V 1<is=n-2

Siendo mas explicito, la accién de B,, sobre P, viene del hecho que existe un epi-
morfismo natural 7 : B, — S; que mapea o; en s; = (i,i + 1). En efecto, definamos
g := m(a). El epimorfismo 7 define una acciéon desde B, en P, esto es, f € B, ac-
tudando sobre I € P, es ng(I), ver . Esta accion define un monoide sobre el produc-
to cartesiano P, x B, donde la multiplicacién queda definida por:

(La)U,p)=Uxma(]), ap). (2.3)

Este monoide resulta ser un producto semidirecto de P, con B, y en consecuencia
se denotara por P, X Bj, para detalles ver [5]. No es dificil ver que tanto P, como B,
pueden ser vistos como submonoides de este producto semidirecto: en efecto B, y P,
se identifican naturalmente a los submonoides de P, x B,, formado por los pares (1, 0)
y por (I, 1) respectivamente, donde 1 denota el neutro en la respectiva componente.
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La descomposicion (I, §) = (1,1)(1, ), junto con el Teoremaimplica el siguiente
lema:

Lema 2.1. El monoide P, X B,, es generado por (U; ;+1,1) y (l,a;—fl), conl<i,jsn-1.

2.2. Monoide de Trenzas ligadas

En la presente seccién se introducird el monoide de trenzas ligadas.

Definicion 2.4. El monoide de trenzas ligadas, denotado T B,,, es el monoide generado
por los generadores del grupo de trenzas o1,...,0,-1 , COn sus respectivos inversos y los
generadoresn,...,My—1, llamados ties, tal que los o; satisfacen las relaciones del grupo
de trenzas y junto a los n; satisfacen las siguientes relaciones:

1. ninj=n;n; paratodo i, j,

2. nio;=o0;n; para todo i,

3. nioj=0n; parali— j|>1,

4. niojo;=0jo;n; parali—jl=1,

5. niajal._l = O'jUi_IT[i parali— j| =1,

6. Minjo; =n;join; =0;n;1n; parali—jl=1,

7. min;=n; paratodoi.

En término de diagramas, uno puede ver a los generadores como sigue:

i it+1 i i+l

\
N

Figura 2.3: Generadores o; y 1); respectivamente.

Asi como los generadores, las relaciones también pueden entenderse en término
de diagramas, por ejemplo:
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Figura 2.4: Relaciones 4. y 5.

Definicion 2.5. Se pueden definir los ties generalizados conectando las hebras i, j no

necesariamente adyacentes, 1; j para|i — j| > 1, como sigue:

1i,ji= 0102107 507 2.4)

Un elemento fundamental que usaremos es el elementon”, que es definido como:

n"=n Naot (2.5)
Teorema 2.2. El monoide de trenzas ligadas T B,, es isomorfo a P, X B,.

La prueba del anterior teorema puede verse en [2] y se realiza mediante los mapeos

oi— (L,0)yni— Hiji-
Gracias al teorema anterior podemos pensar en las trenzas ligadas como pares or-
denados (I, @) € P, X B, y pueden ser visualizadas de dos formas distintas, a saber:

9@\

Figura 2.5: Trenza ligada en Pg X Bg a la izquierda y en T Bs a la derecha
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2.3. Tied Links

Los tied links fueron introducidos por Aicardi y Juyumaya en [2] como una gene-
ralizacion de los links. La construccion de estos puede verse desde un punto de vista
algebraico o desde uno topolégico, en esta seccion se comenzard con el segundo punto

de vista y luego se relacionara con las trenzas ligadas construidas en la seccién anterior.

Definicion 2.6. Un tied links es un link en el cual algunas de sus componentes pueden
estar conectadas por ties. Los ties entre las componentes se representan como resortes (0
lineas segmentadas).

Notacion 2.2. El conjunto de los tied links se denota por £
Sea L € £, denotaremos por L el links obtenido desde L olvidando los ties.

Definicién 2.7. Un diagrama de un tied link L es la proyeccion de L en R? y con ties entre
las componentes de la proyeccion, segiin las que habian originalmente en L.

Observacion 2.2. Los ties no son objetos topologicos, son artefactos que identifican
componentes de link. Sin embargo ellos, tienen las siguientes propiedades "fisicas":

» Desplazamiento: Sus puntos pueden moverse por las componentes de los links o
por los arcos si hablamos de diagramas.

» Transparencia: Pueden atravesar arcos.
» Elasticidad: Pueden extenderse y acortarse a conveniencia.

En la siguiente figura se ilustran las propiedades antes descritas

Figura 2.6: a)Desplazamiento b) Transparencia c)Elasticidad

|

Definicién 2.8. Dos tied links Ly y L, se dirdn tie-isotopicos si:
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1. Ly y Ly son isotopicos,
2. la isotopia mantiene los ties entre las componentes conectadas por ties.

A continuacién se definen los movimientos de Reidemester para tied links con el
fin de enunciar el teorema homoénimo para estos.

Definicion 2.9. La siguiente figura ilustra los movimientos de Reidemester para tied
links. Se puede notar que son exactamente los mismos que para links cldsicos, pero en
estos deben respetarse las componentes conectadas por ties.

0_/\/<—>—\

Figura 2.7: Movimientos de Reidemeister para tied links

El siguiente teorema es el teorema de Reidemeister para tied links:

Teorema 2.3. [2] Dos tied links L, y L, son tie-isotdpicos si y solo si estdn conectados
por una cantidad finita de movimientos de Reidemeister para tied links.

Observacion 2.3. Dado que los ties pueden “moverse libremente.e" el diagrama, pode-
mos considerar los movimientos de Reidemiester siempre se realizan en una bola que
deja fuera los ties.

Definicion 2.10. Un tied se dice esencial si al eliminarse, las componentes que conec-

taba dejan de estar ligadas. Por lo tanto, un tied esencial siempre existe entre distintas
componentes.
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(\
Figura 2.8: Los tied A y B son no esenciales pues ligan cada componente consigo mis-

ma, por otro lado el tied C seria esencial pues al quitarlo quedan las componentes
negra y gris desligadas

2.3.1. Teorema de Alexander y Markov para tied links

En 1923 y 1936, Alexander y Markov, respectivamente, probaron teoremas homoni-
mos que establecian una relacion entre la Teoria de Nudos y el Algebra, estos teoremas
permiten construir una biyeccion entre £/.r y Boo/~p donde ~ Ry ~ M son, respec-
tivamente, las relaciones de equivalencia dadas por los movimientos de Reidemeister
y Markov. En la presente seccion se presentan los resultados anélogos para el contexto
de Tied links, estos pueden encontrarse también en [2].

Definicion 2.11. La clausura de una trenza ligada (I, @) denotada por (I,/E) es el tied

link (L, ]) donde L = @ es la clausura usual de trenzas y ] es la particion inducida por I.

1 2 4 5 6
TN\

3
A

/-—'Q

Figura 2.9: Clausura de una trenza ligada
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A continuacion se presenta el teorema de Alexander para tied links:

Teorema 2.4. Todo tied link orientado puede obtenerse como clausura de una trenza

ligada.

Un tied link puede verse como la clausura de una trenza en T B,, 0 como un par

ordenado (L, I) € £ x P,, donde n es el nimero de componentes del link.

1 2 1 2
B0
500 =

Figura 2.10: Dos formas de ver los tied links

Definicion 2.12. Dos trenzas ligadas en T By, se dicen t-Markov equivalentes si una de
ellas puede ser obtenida de la otra mediante una secuencia finita de los siguientes mo-

vimientos:

1. Conmutacion: Para todo a, B € T By, se puede intercambiar a3 por fa,

2. Estabilizacion: Para todo a € T By, se puede intercambiar a por ao o ac 1,

3. t-Estabilizacion: Para todo a = Io € T B, se puede intercambiar a por a; j cuan-

do i, j pertenecen al mismo ciclo de p(o), donde p es la proyeccion de TB,, en S,.

Notemos que los primeros dos movimientos se corresponden con los movimientos
de Markov clésicos para trenzas, por otro lado el tercero, la t-estabilizacion, nos ase-
gura que podemos agregar o quitar ties que, vistos en la clausura, son no esenciales,

como muestra la siguiente figura:
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Figura 2.11: Movimiento de t-estabilizacién

El siguiente es el teorema de Markov para trenzas ligadas.

Teorema 2.5. Dos trenzas ligadas en T By, definen tied links t-isotopicos si y solo si son
t-Markov equivalentes.

Para detalles del teorema anterior, ver [2].



Capitulo 3

Invariantes para Tied Links

En el presente capitulo se definird los invariantes para tied links construidos a la
fecha, como también sus propiedades y un bosquejo de su construcciéon. Ademas, a
modo de ejemplo se procederd a calcularlas sobre un mismo tied link, el cual se llamara
ejemplo transversal T. Para beneficio del lector, dicho cdlculos se mostrardn a través
de un arbol que explicita la descomposiciones por etapa del diagrama original.

Cabe advertir que mantendremos la notacién de los parametros, en las invarian-
tes, usados en su definicion original. En consecuencia, en cada seccion los parametros

utilizados son independiente de los usados en las otras secciones.

3.1. Invariantes £y ¢

En esta seccién se muestra dos invariantes para tied links definidos en [4].

Teorema 3.1. Existe una tinica funcion

L:L— 7t 2% xH, 3.1)
definida por los siguientes axiomas:
1. Z20)=1,
2. L(DUQ)=x"1L (D),

3. £ es invariante de isotopia regular para tied links,

24
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4. L(ct) =aZ(~) yZ(c)=a “1(~) con c*,c™ curl positivo y negativo respecti-
vamente,

5 LX)+ ZL(X)=z2(ZL( X )+ZL(X)).
Se recuerda que los curl positivo y negativo estdn definidos en la figura[1.5]

Observacion 3.1. El andlogo del Axioma 2 en presencia de un tie, puede calcularse a
través de los Axiomas 4 y 5. Mds precisamente se tiene,

Z(DUQ) =y Z(D), (3.2)

con

A continuacién se muestra el calculo de esta invariante sobre el ejemplo transversal
T de la tesis

L @ (T;Aiioz.f)s

(Axioma 5
Teo 3.1)

(Axioma 5
Teo 3.1)

Por lo tanto tenemos que la invariante £ sobre T es:
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a+al a+al

L(T)=|1- +za l+za

—a+za_2+z(1— +za_1+za)]

z
= (2a2+3+a_2)z_1—(3a +3a_1—a_?’)—(4+23_2—2a2)z+(33_1+2a +a_3)z2

+(az+2+a_2)z3.

Teorema 3.2. La funcién £ definida por

Z(D):=a P (D), (3.3)
es una invariante de isotopia ambiente para tied links orientados.

Observacion 3.2. Lainvariante £ (a,z,x) generaliza la invariante (de isotopia regular)
de Kauffman A(a,z) definida en el teorema 2.3, en el siguiente sentido: £ suministra
una invariante sobre links cldsicos al ser evaluada sobre tied links con todas sus compo-
nentes conectadas por ties. Ahora, £ y A\ coinciden sobre nudos, pero £ distingue links
que no son distinguidos por A. Ver [4].

Observacién 3.3. La invariante & puede ser construida mediante la receta de Jones
utilizando la t-BMW dlgebra. De modo preciso, si L es un link obtenido por la clausura
de a € TB,,, tenemos:

n—1
L) = (%) a’ V@, 0my) (@), (3.4)

donde n,, es la representacion natural de TB;, y @, es la traza de Markov sobre la t-
BMW,, algebra. Ver [4] para mds detalles.

A continuacién se define un polinomio de tipo Jones para tied links. Para esto es
necesario introducir primero un polinomio bracket en el contexto de tied links.

Teorema 3.3. Existe una tinica funcion

(N :E—2Z[A* M, (3.5)
definida por los siguientes axiomas:
1 On =1,
2. (DU =cDy),
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3. (DO =-(A*+A~%)(D)),

4. ({ )) es invariante de isotopia regular para tied links.
5. (¢ W=AHN+ATICX Y,

6. (X N+ N =A+ATY (OO +(X ).

Proposicién 3.1. El polinomio bracket ({ )) satisface:
1 (e = =A%~
2. (TN =-AT3(~),
donde c*,c™ son un curl positivo y negativo respectivamente.

Se ilustra el célculo de esta invariante sobre el ejemplo transversal de la tesis

Entonces, la invariante ({ )) sobre el ejemplo T es:

UTH =[APA+AH+A+AH(ATZ-A?) + A3 [-AT2 - A?]
=—[AT?+ATT-2A A -A%].
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Observacion 3.4. El polinomio ({ )) coincide con el polinomio bracket de Kauffman

sobre links cldsicos, vistos estos como tied links con todas sus componentes ligadas.

Definicién 3.1. Se define la funcion j; £ 7ZIA*L ¥ por

Z(D):= (-A)3vD(Dyy. (3.6)

Teorema 3.4. Elpolinomio J(D) es un invariante de isotopia ambiente para tied links.

= 114, coincide

Corolario 3.1. El polinomio j(D), mediante el cambio de variable A
con el polinomio de Jones cuando es evalaudo sobre nudos. Ast, ;ZYD) puede ser pensado

como una generalizacion del polinomio de Jones para tied links.

Observaciéon 3.5. Mediante los cambios de variablesa = -A%,z=A+A"} x=c7!, la
siguiente ecuacion relaciona los polinomios £ y j(D):
Z(D) = (-A)3vD) (D). (3.7)

3.2. Invariante Y

En la presente seccion se introduce la invariante Y definida en [6], como también
tres de sus especializaciones.

El siguiente teorema define Y mediante la receta de Jones. Asi, usaremos la traza de
Markov p que posee la bt-élgebra en dos parametros &,(u,v). Esta traza depende de
dos pardmetros, a y b. Para detalles ver Apéndice 1. Definamos ahora ¢ como sigue

oo a+(1-vu'lb+@u'-la a+b(-v)
o a - au '

Teorema 3.5. La funcion Y: % — C(u,v, a V/C) define un invariante para tied links,
donde

_ 1 n—1
Y(L):=|——= ol , .
(L) (a\/E) (porc)(a) (3.8)

cona € TBy, tal que L = @ y donde p es la traza de Markov sobre la bt-dlgebra con dos

pardametros, es decir, &,(u,v) y fic la representacion de TB, en &,(u,Vv).

1Recordar que este parametro no estd relacionado con su homénimo de la seccién anterior.
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Lainvariante Y también puede ser definida mediante relaciones skein como mues-

tra el siguiente teorema:

Teorema 3.6. Y queda tinicamente definido por los siguientes axiomas:

L. Y(O) =1,

2. Y(LuQ) = ﬁ?(u,

8 V(L) - VY (L) =42V (L) + 1‘\;‘_:?(L+,~).

Observacion 3.6. De los Axiomas 1y 2 se tiene que:

_ 1 n-1
YO"=|—= . 3.9
(@p (a\/E) (3.9)

Proposicién 3.2. Las relaciones definitorias deY implica las siguientes relaciones skein.

1L =YLy ) - VY (Lo ) =YY (L),

uyc

2. =Y (L) = Ve (L) + - DY (L)) + (v = DY (L),

3. VEY(Lo) = (Y (L) + 8 Y (L) + 1YY (L),
Observe que la relacion 4. de la Proposicion anterior implica el siguiente corolario.

Corolario 3.2.

uc—1 "1
) (3.10)

(1-v)yc

El cdlculo de esta invariante sobre el ejemplo transversal de la tesis se muestra a

YO =(

continuacion
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@ o (Axioma 3
Teo 3.6)

g @ @ ol
= e

(Axioma 1
Prop3.2)

(Axioma 1 Q\

Prop 3.2)

Por lo tanto tenemos que, sobre T, la invariante Y vale:

1 1-v

_+_
c uyc

1 uc-—1 1—v+1—u uc-—1 1
c - v)\/_ uyc uc (I-v)yc

_@ur+3u(l-v)*ct+(1-v)H) —uc—1
B udcdy/c(1-v) ’

Y(T) =

uc d=wve

Observacion 3.7. Para tied links en £*, es decir, tied links con todas sus componentes

ligadas entre si, Y queda completamente determinado por la regla 1 del teorema anterior

y la primera regla de la proposicion precedente. Ademds, al multiplicar esta tiltima por

Vu seobserva que Y coincide con el polinomio Homflypt, es decir, Y (L) =

Le £*. Lo anterior se logra mediante el cambio de variables

v—1

N

t=+vuc, x=

P(L) para todo
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Observacion 3.8. Originalmente, la bt-dlgebra se definio con un pardametro en [3,/22],
la cual permitié construir la invariante A. Posteriormente, motivado de la relacién cua-
drdtica del dlgebra de Yokonuma-Hecke, fue considerada una relacion cuadrdtica defi-
nitoria distinta a la original, ver [10] ; la bt-dlgebra con esta nueva relacion cuadrdti-
ca origina la invariante ©. Estas dos relaciones cuadrdticas, a pesar, de no cambiar la
bt-dlgebra como objeto algebraico, ellas originan invariantes topoldgicamente no equi-
valentes. En efecto, A y © no son equivalentes, ver [1]. En [6], es definida la bt-dlgebra
con dos pardmetros. Estos dos pardmetros son usados en una relaciéon cuadrdtica que,
por especializacion, reducen la bt- dlgebra en dos pardametros a las bt-dlgebras con un

pardmetro. Las distintas bt-dlgebras se pueden revisar en Apéndice 1.

3.2.1. Invariante A

En esta seccién se presenta la invariante A, introducida originalmente en [2] de dos
formas distintas: en primer lugar, nombrada & y construida mediante relaciones skein
y, en segundo lugar, nombrada A y construida a través de la receta de Jones. Finalmente

se muestra la relacion entre Ay Y.

Teorema 3.7. Existe una funcién A : £ — C(u,a, /<), invariante de tied links orienta-
dos, tinicamente definido por los siguientes axiomas:

1. AQ) =1,

2. ALuQ) = #5@),

3. J=A(L) - VER(L-) = B2 AL + 1——;;E(L+,~).
Proposicién 3.3. Las relaciones definitorias de A implica las siguientes relaciones skein.
1L =AW, ) - VEAW- ) = Y2AL.),
2. J=A(Ly) = VEAEL-) + (U = DAL-)) + = DAL-),
3. VEA(L-) = =(ALs) + 5HA(Ly, ) + H5EA(L-).
Observe que la relacion 1. de la Proposicion anterior implica el siguiente corolario:

Corolario 3.3.

uc—1 \*1!
) (3.11)

50 (e
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En la siguiente imagen se desarrolla el calculo de esta invariante sobre el ejemplo
@\Cj (Axioma 3
Teo 3.7)

o @@@

[\ e
@

transversal de la tesis

(Axioma 1
Prop 3.3)

(Axioma 1 '8
Prop 3.3)

Asi, la invariante A sobre T vale:

A(T) = l uc -1 +1—u+1—u. uc -1
“le @-wyvc uye uc (1-u)y<

(u4—u3+2u2—u+1)c2—uc—1

- udc3y/c(1—u)?

1 1-u

uy/c

1 uc-—1 1-u

ue d-wve uve

Algunas propiedades de la invariante A son:
Proposicion 3.4.
1. A(L14Ly) = A(LDA(Ly),

2. A(L)=A(-L),
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3. Sea L€ £* ysea L* el link con todos los cruces cambiados, entonces

ALD)(u,v) =ALHw v,

Se recuerda que Li#L, y —L estdn definidos en[L.1]

Observacién 3.9. Para L€ £*, A(L) coincide con el polinomio de Homflypt. En efecto,
A satisface la relacion skein definitoria del polinomio Homflypt

IA(Ly ) +17TAL_ ) +mA(L.) =0, (3.12)

dondel| :\/%ym :i(%—\/ﬁ).

A continuacion se presenta la construccién de A mediante la receta de Jones:
Sea L el tied link obtenido mediante la clausura de a € T By, se define A por
A :=D" VD) (p,o@n) (@),
donde p, es la traza de Markov sobre la br—algebra, ®,, es la representacién natural de

TB, en &, e es el exponente de «,

a+zuc-1) _ 1-Lu
= D=—

L , _—
ua z(uc—l)\/f

Observacion 3.10. La invariante A puede ser obtenida como especializacion de Y me-

diante el siguiente cambio de variable:

A:=Y(u,u). (3.13)

3.2.2. Invariante ©

En esta seccion se presenta la invariante ©, introducida originalmente en [10]. Al
igual que A, la invariante © se puede definir a través de relaciones skein y mediante la
receta de Jones.

Definicién 3.2. La funcién ®: TB,, — C(q,z,E) estd definida por:

n-1
O(a):= ( ) VAP (o) (), (3.14)

1
zvA
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donde p es la traza de Markov sobre la bt—dlgebra (£,(q)), @ es la representacion de
CTB,ené&,(q), e esel exponentedea y

_ z—(q —q_l)E
— S

A

Teorema 3.8. La funcion © es un invariante de isotopia ambiente para tied links orien-
tados.

Observacién 3.11. Haciendo E =1 en © se obtiene el polinomio Homflypt.

También, es posible definir ® mediante relaciones skein como indica el siguiente
teorema:

Teorema 3.9. Existe una funcién © : £ — C(v,a, /<), invariante de tied links orienta-
dos, tinicamente definido por los siguientes axiomas:
1. 0(0) =1,
~ 1A
2.0LuQ)= a\/E@(L),

3. %é(m) —/CO(L) = (v -1)O(L.).

Proposicion 3.5. Las relaciones definitorias de © implica las siguientes relaciones skein.

1. Z20(Ls2) = VEO(L--) = (v - DO(L-),
2. %@(LQ =/COL)+(v-1O(L.).

Observe que la relacion 1. de la Proposicion anterior implica el siguiente corolario.

Corolario 3.4.

1/2 _ -1/2 n-1
) (3.15)

~ ~n C
00 )=
1-v
A continuacién se desarrolla el célculo de esta invariante sobre el ejemplo trans-
versal de la tesis
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®
23

(Axioma 1
Prop 3.5)

Luego, la invariante O sobre T vale:

~ . [1 Ve-(c)"1 1-v][1 1-v[l yc-(/c)"1 1-v
o= c 1-v) " NG c+ ve lc 1-v) " NG
2430 -v)2cf+(1-v)H-c-1

c3vel-v)

Observacion 3.12. La invariante © puede ser obtenida como especializacion de Y me-

diante el siguiente cambio de variable:

0:=Y(1,v) (3.16)
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3.2.3. Invariante ()
Para finalizar con las invariantes para tied links, se presenta a continuacién la in-
variante Q) que surge de la siguiente especializacén
Q:=Yu,1. (3.17)

Notar que al hacer v = 1 se tiene que ¢ = u - luego, Q toma valores en C(y/u,a,b)

y puede construirse por relaciones skein, como muestra el siguiente teorema:

Teorema 3.10. LainvarianteQ) queda tinicamente determinada por los siguientes axio-

mas
1. QO) =1,

2. QULUO) =LA,

3. QLOO) = 20 1),

a

4. VUQ(Ly) = = UL + (5~ VIQ(Ly2) =0.

3.3. Preguntas abiertas

Una pregunta natural que surge, en la seccion 4.1, al notar que el polinomio de
Homlflypt puede ser construido mediante el dlgebra de Hecke y el polinomio de Jones,
una especializacién del polinomio de Hompflypt, puede ser construido mediante un
cociente del dlgebra de Hecke: el dlgebra se Temperley-Lieb, es si el polinomio jpue-
de ser construido mediante un algebra que sea el cociente de la tBMW dlgebra, dado
que con esta algebra se construye £y L.

El problema de construir _¢ mediante la receta de Jones, utilizando cierta ¢-TL 4l-
gebra, es un trabajo en investigacion de E Aicardi, D. Arcis, J. Juyumaya y P. Papi.

Otro problema abierto es estudiar la potencia de la invariante Y, pues si bien esta
se especializa en las invariantes A, 0 y Q, no se ha encontrado hasta ahora una pareja

de tied links que sean distinguidos por Y y no por sus especializaciones.



Capitulo 4

Invariante de tipo Kauffman para tied
link

En el presente capitulo se expone el aporte original de esta tesis: la construccion
de una invariante, mediante la receta de Kauffman, para tied links. La demostracién
de la existencia de esta invariante esta basada en el método de Lickorich [19, Teorema
15.2]. En la Seccion 1, se introduciran algunas definiciones y lemas necesarios para lo
que sigue. Luego, en la Seccion 2, se mostrara el resultado principal de este capitulo,
esto es el Teoremaf4.1] Finalmente en la Seccion 3 se presentan una extension de esta
construccion y una conjetura.

4.1. Previos

Definicion 4.1. Sea D un diagrama de un tied link, entonces:
1. D sedird ordenado si se da un orden a sus componentes,
2. D sedird basado si se fija un punto, llamado punto base, en cada componente.

Definicion 4.2. Sea D un diagrama orientado, ordenado y basado, de un tied link. Se
llamard diagrama ascendente asociado a D a aquel diagrama obtenido a partir de D al
que se le han cambiado algunos cruces (positivos por negativos) de tal forma que al re-
correrlo por la orientacién inducida, en el orden inducido e iniciando desde los mismos
puntos base, resulta que cada cruce es atravesado primeramente por su arco inferior.

37
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D7

Figura 4.1: A la izquierda un diagrama (no ascendente) del nudo trébol y a la derecha

su respectivo diagrama ascendente.
R "}

Figura 4.2: Diagrama ascendente del nudo trébol con una componente trivial ligada
mediante un tie.

Observacion 4.1. Para un nudo o link dado, no existe un tinico diagrama ascendente,
por ejemplo, los siguientes son dos diagramas ascendentes para el nudo ocho:

a a
/

Notacién 4.1. Se denotard por a D un diagrama ascendente asociado al diagrama D.

Definicion 4.3. Un diagrama D de un tied link se dird ascendente, si existe un orden y
puntos base para cada componente, tal que D = aD.
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A continuacion se presentard un lema, necesarios para demostrar el teorema prin-
cipal del presente capitulo: Teorema

Lema 4.1. Si un diagrama D de un tied link orientado es ascendente, entonces repre-
senta un tied link compuesto de componentes no anudadas disjuntas, admitiendo que
algunas de ellas pueden estar conectadas por ties.

Demostracion. Notese que los ties, al no ser objetos topolégicos, pueden obviarse du-
rante demostracién y volver a incorporarse al final, segin las componentes que co-
nectaban originalmente. La demostraciéon comenzard suponiendo el caso en que D
tiene solo una componente; asi, debemos concluir que D es el diagrama trivial. Sea A
el punto base de D y A’ un punto de D ubicado inmediatamente después del ultimo
cruce inferior recorrido. Sea p el camino que se obtiene recorriendo D desde A hasta
A’y p' el camino obtenido de recorrer desde A’ hasta A, ambos tomando en cuenta la
orientacion inducida por D. Sin pérdida de generalidad, se puede suponer que, si x € p
y x' € p’,1a coordenada z de x es menor o igual que la coordenada z de x' y la igualdad
se cumple si y solo si x, x’ pertenecen a {A, A’}. También se observa que todos los cru-
ces de D estdn formados por una rama en p (cruce inferior) y una rama en p’ (cruce
superior), por lo cual los diagramas de p y p’ no poseen cruces. Asi, se concluye que D
puede ser visto como suma conexa de dos nudos triviales, por ende D es el diagrama
trivial de 1 componente.

Suponiendo ahora que D tiene n componentes, Uy, ..., U, (todas triviales) ordena-
das, con un razonamiento similar al anterior, se puede suponer quessi x; € U; y x; € Uj,
paratodo 1 <i < j < n, entonces la coordenada z de x; es menor estricta a la coorde-

nada z de x;. De esta forma, se tiene que D es un enlace trivial de n componentes. [

4.2, Invariante de tipo Kauffman

Ahora enunciaremos y demostraremos el teorema principal de la tesis, pero antes
recordemos que c*, ¢~ estdn definidos en la figura[1.5]y que los diagramas asociados a
D*,D~, D" estan definidos en las figuras2]y[3]

Teorema 4.1. Existe una tinica funcion 7 : £ — Z[x*',y*1,t*'] tal que:
1. J€ es invariante de isotopia regular para tied links orientados,

2. #) =1,
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3. #(DUQO)=yA(D), F(DIQ)=" L=7#(D),

4. F(cH) =t H(~) yH(c™) =t L A(~),
5. #(Dy) — A(D_) =xFH(Dpr ).

Notacién 4.2. Se denotard por O°° al link trivial con c componentes y s < ¢ — 1 ties
esenciales. Similarmente, O3, denotard a un tied link equivalente al anterior pero con
n cruces.

NnCO PO o
Q-O O O

Figura 4.3: Ejemplos de O3, O3 y O%? respectivamente

Antes de demostrar el teorema 4.1} se probard el siguiente lema.
Lema 4.2. Si /€ satisface las hipotesis del teorema anterior, entonces
1. #(DUQ™) =y"7#(D),
~ t—t-1)"
2. 6(DIO" ) = (S=) #(D),

Demostracion. La prueba de ambos item se realiza por induccion sobre 7.
Demostremos el primer item. Tomando n = 1 tenemos que A (D U Q) =y A (D).
Luego, asumamos que se cumple la afrimacién para todo n < k . Usando la hip6tesis

de induccién, tenemos:

DU = 2(DuouOr)
=y*k#(DuQ)



CAPITULO 4. INVARIANTE DE TIPO KAUFFMAN PARA TIED LINK 41

Andlogamente, para el segundo item si tomamos 7 = 1 tenemos que

t—t!

%(DGO):( )Jf(D).

Luego, asumamos que se cumple para n = k y probemos que se tiene para n =k + 1:

t—t~1\F
:( ) Z2(D0O)
X
t—t-1 k+1
:( - ) (D).

El siguiente lema prueba que # es invariante por movimientos de tipo R2 y R3.
Lema 4.3. /€ es invariante de isotopia regular para tied links.

Demostracion. Veamos en primer lugar que se cumple R2. Sea D un diagrama con n+1
cruces, si este es de tipo QZ’_SH, entonces claramemnte se satisface R2. Consideremos
ahora diagramas idénticos a D pero con diferencia en algtin cruce asociado a un mo-

vimiento R2 segtin la notacion de la figura[4.4}

D1 D2 D3
D'1 D'2 D'3
p/ w/ \/
N /& /f
Figura 4.4

Aplicando la relacién skein 5, tenemos las ecuaciones:

JC(D1) — A (D2) =xA(D3),
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H(D'1) - A(D'2) =x A (D'3).
Notando ahora que D2 = D'2 y que D3 = D'3 se obtiene directamente que D1 =
D'1.
Veamos ahora el caso de R3, para esto utilizaremos el mismo método que se utilizé

para probar que se cumple R2 pero con los diagramas de la figura[4.5;

N __/ N7

NN SN

AN Mm
/ \ ) (
\\D-\?‘XD; / \p

3

ARANKR

Figura 4.5
Notemos que, aplicando la relacion skein 5, se tienen las ecuaciones:

J(D2) — #(D1) = xA#(D3),
JE(D'2) — #(D'1) = xA(D'3).

Como D3 = D'3 si probamos #(D1) = #(D'1) obtenemos #(D2) = #(D'2) y
viceversa.

Esto quiere decir que podemos cambiar los cruces como en la figura[4.6y una vez
hecho esto, repetir el proceso para el nuevo diagrama. Haciendo esto, podemos su-
poner ahora que los 3 cruces en cuestion no cambian cuando se obtiene el diagrama

ascendente. De esta forma se tiene que ./ respeta R3 y por lo tanto es invariante de

isotopia regular.
N4 \_ 7 N/
7« AN \/ ™
/\ \ \
Figura 4.6
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A continuacion se realiza la prueba del teorema enunciado en el presente capitulo.

Teorema 4.1. La demostracion es por induccién sobre la cantidad de cruces, en parti-
cular, se probara que ./ evaluado en todo tied link de n + 1 cruces puede calcularse
como la suma de .#£ evaluado en un diagrama ascendente de n + 1 cruces y ./ evalua-
do en links de a lo més 7 cruces. Si el link tiene un cruce, la afirmacion es clara.
Supongamos ahora que el teorema es cierto para diagramas con a lo mds n cruces.
Veremos que el teorema es valido para diagramas con n + 1 cruces.
En primer lugar, notemos que si D tiene n cruces, entonces DL y DUQ también

tienen n cruces. Luego, por el Lemaf4.2|tenemos que

t—t~1)°
%(OC’S) — ( ) yc—s—l.

Esto implica a su vez que
HO5") =t A0,

donde w es la suma de los writhe de las c componentes de O¢°.
Sea ahora, D un diagrama de tied-link orientado con n + 1 cruces, c componentes
y s ties esenciales. Tenemos dos casos:
. . T —_ 7]‘ S [ \—
Caso 1. Si D es equivalente a O¢";,, entonces (D) = t% (%) y sl

c,S
n+1’

biando algunos D_ a D, en D, podemos construir un diagrama ascendente a D

Caso 2. En el caso contrario al Caso 1, i.e. D no es equivalente a O tenenos que cam-
con ¢ componentes (triviales) no-linkeadas, s ties esenciales y n + 1 cruces. Para
hacer lo anterior es necesario que el diagrama D sea dotado de un orden, pun-
tos base (uno por cada componente) y orientacién; notemos que esto ultimo ya
se cumple. Ademads, dado que los ties no son objetos topol()gicosﬂ, la indepen-
dencia del orden y puntos base escogidos queda demostrada de forma andloga

al caso de links clasicos [19, Teoremas 15.2 'y 15.5].

En en el contexto del segundo caso, para calcular .#(D), comencemos por tomar
X1,...,Xm, m < n, cruces D_ que es necesario pasar a D, para asi alcanzar aD. Sea DE_,D
el diagrama D salvo que el cruce x; coincide con D.. Entonces # (DY) queda escrito

1Ellos indican las componentes relacionadas en el link o bien puede pensarse que los ties pueden
desplazarse libremente en la componentes que ellos conectan.
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en funcién de %(DE})) y de .# evaluado sobre un diagrama con n cruces. Sea ahora
DS__Z) el diagrama DS}) salvo que el cruce x, coincide con D.. Luego #(D?) queda
escrito en funcién de Jf(DS_Z)) y de /£ evaluado sobre un diagrama con n — 1 cruces.
Luego de iterar el procedimiento anterior, tenemos que % sobre D""” est4 escrito en
funcién de .# sobre Dim) = a Dy /€ sobre diagramas de a lo mads 7 cruces, el valor de
€ (D) puede ser calculado usando la hip6tesis de induccion.

Para probar la regla 4 notemos que se cumple trivialmente si el diagrama D es
Oy 1- Ademads, para todo ¢* o ¢™ presente en alguna componente del diagrama D es
posible escoger un punto base de forma que el cruce asociado al loop no deba ser cam-
biado a D,. Asi, el mismo loop estard presente en Dy # (aD) = t*.7#(aD’), en donde
aD’ es aD al que se le ha eliminado el loop mediante un movimiento de Reidemeister
de tipo 1. Luego, como el factor t* permanece a lo largo del cédlculo de (D) se tiene
que A (D) =t*#(D') y por lo tanto la regla 4 se cumple para diagramas de n+1 cruces

Finalmente, utilizando el lemaH se prueba el teorema. O

Al igual que para las invariantes del capitulo anterior, se calcula la invariante .4

sobre el ejemplo transversal de la tesis

(Axioma 5
Teo 4.1)

Asi, la invariante ./ sobre T vale:
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t—t~! x

X t

-1
Jf(T):[t‘2—x(t t —xt)

X

e T N T 10 QUL [Py G S IR IV RV

Segun la receta de Kauffman ver [17], se obtiene el siguiente teorema.

Teorema 4.2. La funcion N es una invariante para tied links orientados, donde

N(D):=t *“D 72(D). (4.1)

4.3. Preguntas abiertasy trabajo futuro

Hasta cerca del final de la escritura del presente trabajo, se desconocia la naturale-
za de la invariante N, esto es, no se sabia si era una invariante de las comentadas en
el capitulo 3, construida de forma original, o una invariante distinta a estas. Sin em-
bargo, gracias a las discusiones y comentarios de E Aicardi y J. Juyumaya se obtuvo el
siguiente teorema

Teorema 4.3. La invariante N(x*,y*,t%) es, de hecho, la invariante ©(v,a, \/c) me-

. . . Y 1 _ 1
diante el cambio de variablex =v -1, y = W t= N

Queda como problema abierto la posible generalizaciéon de N a una invariante en
4 variables utilizando una construccion similar mediante el método de Kauffman, esto
es, construir una invariante analoga a la definida enf4,1} donde el cambio fundamental
seria en el axioma 5. En tal caso, verificar si la invariante obtenida corresponde a una

nueva construccion de Y.



Apéndice A

Algebras de Nudos

A.1. Algebra de Hecke

Sea u una indeterminada en C y C(u) el cuerpo de funciones racionales en la in-
determinada u. Para n natural, el dlgebra de Hecke, denotada H ,(u) o simplemente
H,, es definida por H; = C(u) y para n > 1 como la C(u)—éalgebra con generadores
hi,..., h,—1 sujetos a las relaciones:

hihj = hjh; para |i—j|>1, (A.1)
hih]'hi = hjhihj para |i—j|=1, (A.Z)
hl2 = u+(u—-1h; paratodoi. (A.3)
Los h;’s son invertibles y
Rt=w -1 +uth. (A.4)

A.1.1. Algebra de Temperley-Lieb

El dlgebra de Temperley-Lieb, sobre C, estd definida por los generadores 1, ki, ..., k;—1
sujetos a las siguientes relaciones:

kikj = ]Cjki para |i—j|>1, (A.5)
kikjk; = tk; para |i—j|=1, (A.6)
k? = k; paratodoi. (A.7)

46
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donder e C*.
El dlgebra de Temperley-Lieb puede ser construida como un cociente del dlgebra
de Hecke. En efecto, definamos f; por

1
fi= ﬁ(hi +1).

Luego, el dlgebra de Hecke puede ser presentada con los generadores fi,..., fu-1y

las siguientes relaciones:

fifi = fifi para |i-j|>1, (A.8)
fl-2 = f; paratodoi (A.9)
fififi—-Xfi = fififj—Xf; para |i—jl=1. (A.10)
donde X = ;.

El dlgebra de Temperley-Lieb corresponde a tomar el cociente del dlgebra de Hecke

por el ideal bilatero generado por las expresiones f; f; fi — X f; = 0.

A.2. Algebra de Yokonuma-Hecke

El dlgebra de Yokonuma-Hecke, denotada por Y, ,,(u), se define como sigue: Y7 1 (u) =
C(u),yparad,n =2 como el dlgebra presentada por los generadores de trenzas g1, ..., gn-1
y por los generadores de framing 11,..., t,, sujetos a las siguientes relaciones:

gig = gj& parali—j[>1, (A.11)
8igjgi = ;&g parali—jl=1, (A.12)
titj = tjt; paratodoi,j, (A.13)
tigi = &ils;(jy paratodoi,j, (A.14)
tl?i = 1 paratodoi, (A.15)

g7 = l+(u-1e;(l+g) paratodo i, (A.16)
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dondes; =(i,i+1)y

A.3. bt-Algebra

Sea n un numero natural. El 4dlgebra &,,(u) es definida como el édlgebra asociativa
sobre el cuerpo de funciones racionales C(u) con generadores de trenzas gi,...,8n,-1Y
generadores de ties ey,..., e,-1, sujetos a las siguientes relaciones:

gigj=8j8& para |i—jl>1, (A.17)
gigj8i=8jgig vprara li-jl=1, (A.18)

et =e; para todo i, (A.19)
ejej=eje; paratodoi,j, (A.20)
eigi=giei para todo i, (A.21)
eigj=gjei para li—jl>1, (A.22)
ejgigj=gigjei para l|i—jl=1, (A.23)
eiejgi=e;gjei=gjeiej para l|i—jl=1, (A.24)
gr=1+u""-1e;(1-g)). (A.25)

A.3.1. bt-Algebra con dos pardmetros

Sea v una variable que conmuta con u, y sea K = C(u,v). La bt-algebra con dos pa-
rametros, denotada por &, (u,v), es definida por &;(u,v) := Ky, para n > 1, como la K-
dlgebra asociativa, con unidad 1, presentada por los generadores de trenzas g, ..., §n-1
y los generadores de ties ey, ..., e,-1, sujetos a las siguientes relaciones:
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eiej = eje; paratodo i, j, (A.26)
e? = e para todo i, (A.27)
e;gj = gjei parali—jl>1, (A.28)
eigi = giei para todo i, (A.29)
eigj8i = §j8iej parali—jl=1, (A.30)
eiejg = ejgiej = gieje;j parali—j|=1, (A.31)
gig = §&j&  parali—jl>1, (A.32)
gigjg& = &j&gj  parali—jl=1, (A.33)
gi2 = 14+@u-De;+(v-1e;g; para todo i. (A.34)

Notar que todo g; es invertible, y

gl=gi+(-vule;+ U™ -De;gi. (A.35)

A.4. t-BMW Algebra

Aqui, se introduce la t-BMW Algebra que juega un rol analogo para el invariante £
que la BMW Algebra para el polinomio de Kauffman F.

Sea F = C(x, y,a). Para todo n = 1, se define la tied BMW 4lgebra, o t-BMW dlgebra,
denotada por £}, = £, (x, y,a), como la F-dlgebraigualaF paran =1y, paran>1, ge-
nerada por los generadores de trenzas gi,..., gn—1, generadores de tangles hy, ..., h,_1,
generadores de ties ej,...,e,—1 y generadores de ties-tangles fi,..., f;—1 sujetos a las
siguientes relaciones:

Relaciones de trenzas:

gig = §&j& para |i—j[>1, (A.36)
8igjg& = &jgg para |i—j[=1 (A.37)
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Relaciones de la BMW élgebra:
hf x'lhi para todo i, (A.38)
hih; hjh; para |i—j|>1, (A.39)
gih;j hjgi para |i—j|>1, (A.40)
gih; higi= a‘h; para todo i, (A.41)
higihi ah; para |i—j|=1, (A.42)
hihjh; h; para |i—j|=1, (A.43)
gigjhi hjgigj = hjh; para |i—jl=1, (A.44)
gihjgi = g'hig;’ para li-jl=1, (A.45)
gihjh; g}lh,— para |i—j|=1, (A.46)
hih;g; hl-gj_1 para |i—j|=1. (A.47)
Relaciones de trenzas ligadas:
eiej eje; paratodo i, j, (A.48)
ef e; para todo i, (A.49)
eigi giei para todo i, (A.50)
eigj gjei parali—j|>1, (A.51)
eiejgi gieiej = ejgie;j parali—jl=1, (A.52)
eig;8i gjgiej para|i— j|=1. (A.53)
Nuevas relaciones:
eih; hje; = h; para todo i, (A.54)
eih; hje; parali—j|>1, (A.55)
fiei eifi = fi para todo i, (A.56)
fiej ejfi = ejhie; para |i—j|=1, (A.57)
figi gifi = alf para todo i, (A.58)
gifigi = g;'fig;' para li-jl=1, (A.59)
gi+ gi_1 z(ei + f3) para todo i. (A.60)
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Los generadores, pueden verse en forma de diagrama como en la siguiente figura

i

1+ 1

i

1+ 1

i i+ 1

W/
/N

hi

Figura A.1

i

1+1

fi
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